
｜ｍ→ ｜ ＝ ２（１ － ｂ→２） ，ａ→ ＝ｍ→ － ｂ→；
步骤 ３． 则 ｜ ａ→ － ２ ｂ→ ｜ ＝ ｜ｍ→ － ３ ｂ→ ｜ ；
步骤 ４． 由不等式（∗）可得 ｜ ａ→ － ２ ｂ→ ｜ ＝ ｜ ｍ→ －

３ ｂ→ ｜≤ ｜ｍ→ ｜ ＋ ｜ ３ ｂ→ ｜ ＝ ２（１ － ｂ→２） ＋ ｜ ３ ｂ→ ｜ ，令 ｜ ｂ→ ｜ ＝

ｃｏｓθ，θ∈［０，π２ ］，则 ｜ ａ→ － ２ ｂ→ ｜ ≤ ２（１ － ｂ→２） ＋ ｜３ ｂ→ ｜

＝ ２ ｓｉｎθ ＋ ３ｃｏｓθ ＝ １１ ｓｉｎ（ θ ＋ φ）≤ １１ ，（其中

ｔａｎφ ＝ ３ ２
２ ）． 所以 ｜ ａ→ － ２ ｂ→ ｜的最大值为 １１ ．

评析：本拓展当中所给的条件只有一个，并且

还不是一眼就能看出来的已知模长． 我们先选定其

中一个向量ｂ→作为基底的一个向量，并假定 ｜ ｂ→ ｜ 已
知． 在此基础上，通过换元、配方获取基底的另外一

个基向量． 最后问题还是回到了最初的模样，利用

向量三角不等式 ｜ ｜ ａ→ ｜ － ｜ ｂ→ ｜ ｜≤ ｜ ａ→ ± ｂ→ ｜≤ ｜ ａ→ ｜ ＋ ｜ ｂ→ ｜ ，
得到问题所求的最大值，然后通过三角换元求解最

大值的最大值．
５．小结反思升华

本文通过立足构建平面向量“基底”，使平面向

量取值范围问题得以转化，并最终应用已知不等式

让问题得以解决． 通篇下来，我们通过一题多变，构
造出多个看似不同的问题，实质上具有很大相似性

的问题，反反复复通过构造新“基底”，让不同的问

题转化为相似的问题，用相类似的方法解决问题，

揭示了这些问题所蕴涵的共性解决思路背后所隐

藏的奥秘． 实现了多题一解的目的，让我们在解题

教学过程中收获了一次思维上的体操训练．
在高中数学教学过程中，我们无法回避解题教

学，如何解题？ 如何让解题快速有效？ 如何让问题

的解决有助于学生对数学知识的理解与掌握？ 如

何让数学问题焕发出新的生机与活力？ ……这诸

多问题，不仅是高中学生孜孜不倦想要获得答案的

问题，也是我们高中一线数学教师一直津津乐道的

问题，更是数学研究工作者为之付出辛苦汗水兢兢

业业想要解决的问题．
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模型纵然千百变，等距定心是关键
∗

福建省福清第一中学　 　 　 　 （３５０３００） 　 林琳琳

福建省福清市教师进修学校　 （３５０３００） 　 林新建

　 　 多面体外接球问题一直是数学高考的热点，此
类问题由于模型多变，难度较大，要求学生有较强

的直观感知和空间想象的能力，考生往往难以完美

作答． 其实，解决此类问题的关键在于球心位置的

确定，考生若能直观问题的本质，依据球心到多面

体各个顶点的距离相等，以及球心在各个面上的投

影到面上各个顶点的距离也相等，则不难确定出球

心的位置，问题也就不难获得解决． 本文给出确定

球心位置的四种策略，供借鉴．
１．依循定义，等距定心

依循多面体外接球的定义，循序找出与各顶点

距离相等的点，该点即为多面体外接球的球心，问
题随之获得解决．

例 １　 （２０１７ 年福建省普通高中毕业班质量检
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查理数第 １０ 题）在三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 中，ＰＡ ＝ ２ ３ ，ＰＣ

＝ ２，ＡＢ ＝ ７ ，ＢＣ ＝ ３，∠ＡＢＣ ＝ π
２ ，则四面体外接球

的表面积为（ 　 　 ）．

Ａ． ４π　 　 　 Ｂ． １６３ π　 　 　 Ｃ． ３２３ π　 　 　 Ｄ． １６π

解析：由△ＡＢＣ 为直角三角形，知斜边 ＡＣ 的中点

Ｏ 到 Ａ，Ｂ，Ｃ 三个顶点的距离相等；进而由△ＰＡＣ 是直

角三角形，ＡＣ 是斜边知 ＡＣ 中点 Ｏ 到 Ａ，Ｐ，Ｃ 三个顶点

的距离也相等，从而 Ｏ 到 Ｐ，Ａ，Ｂ，Ｃ 四个顶点的距离都

相等，所以 Ｏ 为三棱锥 Ｐ －ＡＢＣ 外接球的球心．设 Ｒ 为

外接球的半径，则 Ｒ ＝ １
２ ＡＣ ＝２，故四面体外接球的表

面积 Ｓ ＝１６π，故选 Ｄ．
例 ２　 （２０１７ 年福建省普通高中毕业班 ４ 月质

量检查理数第 １０ 题）空间四边形 ＡＢＣＤ 的四个顶点

都在同一个球面上，Ｅ，Ｆ 分别是 ＡＢ，ＣＤ 的中点，且
ＥＦ⊥ＡＢ，ＥＦ⊥ＣＤ． 若 ＡＢ ＝ ８，ＣＤ ＝ ＥＦ ＝ ４，则该球的

半径等于（ 　 　 ）．

Ａ． ６５ ２
１６ 　 　 Ｂ． ６５ ２

８ 　 　 Ｃ． ６５
２ 　 　 Ｄ． ６５

图 １

解析：如图 １，依条件可

知，ＥＦ 为线段 ＡＢ 和 ＣＤ 的中

垂线，所以线段 ＥＦ 上的任意

一点到 Ａ，Ｂ 两点的距离相等，
到 Ｃ，Ｄ 两点的距离也相等． 当
点靠近 ＡＢ 时，这个点到 Ａ，Ｂ
的距离小，到 Ｃ，Ｄ 的距离大；当点靠近 ＣＤ 时，这个

点到 Ａ，Ｂ 的距离大，到 Ｃ，Ｄ 的距离小，由此可知在

ＥＦ 上必然存在一个点，这个点到 Ａ，Ｂ 的距离与到

Ｃ，Ｄ 的距离相等，这个点就是外接球的球心 Ｏ． 由
此，设外接球半径为 Ｒ，ＯＥ ＝ ｘ，则 ＯＦ ＝ ４ － ｘ，从而有

４２ ＋ ｘ２ ＝ Ｒ２，２２ ＋ （４ － ｘ） ２ ＝ Ｒ２，联立方程解得 ｘ ＝

１
２ ，Ｒ ＝ ６５

２ ，故选 Ｃ．

评析：依循定义，先找出与部分顶点距离相等

的点，进而判定这是与所有顶点距离相等的点，这

是“依循定义等距定心”的关键．
２．补全形体，等距定心

将多面体的形体补全，如根据三条侧棱两两垂

直，将四面体补成长方体或正方体；三对对棱两两

相等，将四面体补成长方体等，则可根据对角线交

点到各顶点的距离相等确定出球心，进而将问题轻

松予以解决．
例 ３　 （２０１２ 高考辽宁卷理科 １６ 题）已知正三

棱锥 Ｐ － ＡＢＣ，点 Ｐ，Ａ，Ｂ，Ｃ 都在半径为 ３ 的球面

上，若 ＰＡ，ＰＢ，ＰＣ 两两相互垂直，则球心到截面

ＡＢＣ 的距离为　 　 　 　 ．

图 ２

解析：由于正三棱锥 Ｐ －
ＡＢＣ 可以由正方体 ＰＡＤＣ －
ＢＥＦＧ 截得． 如图 ２ 所示，则 ＰＦ
为三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 的外接球的

直径，且 ＰＦ⊥平面 ＡＢＣ． 设正

方体棱长为 ａ，则 ３ａ２ ＝ １２，ａ ＝
２， ＡＢ ＝ ＢＣ ＝ ＡＣ ＝ ２ ２ ． 由

ＶＰ － ＡＢＣ ＝ ＶＡ － ＰＢＣ得
１
３ ·ｈ·Ｓ△ＡＢＣ ＝ １

３ × １
２ × ２ × ２ × ２，

又 Ｓ△ＡＢＣ ＝ ３
４ × （２ ２ ） ２ ＝ ２ ３ ，所以 ｈ ＝ ２ ３

３ ，因此球

心到平面 ＡＢＣ 的距离为
３
３ ．

例 ４　 （２０１９ 年全国卷Ⅰ理科第 １２ 题）已知三

棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 的四个顶点在球 Ｏ 的球面上，ＰＡ ＝ ＰＢ
＝ ＰＣ，△ＡＢＣ 是边长为 ２ 的正三角形，又 Ｅ，Ｆ 分别

为 ＰＡ， ＡＢ 中点，∠ＣＥＦ ＝ ９０°，则球 Ｏ 的体积为

（ 　 　 ）．
Ａ． ８ ６π　 Ｂ． ４ ６π　 Ｃ． ２ ６π　 Ｄ． ６π

图 ３

解析：如图 ３，因为 ＰＡ ＝
ＰＢ ＝ ＰＣ 和△ＡＢＣ 是等边三角

形，故三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 为正三

棱锥，ＰＢ⊥ＡＣ，又 Ｅ，Ｆ 分别为

ＰＡ，ＡＢ 中点，可得 ＥＦ ／ ／ ＰＢ，推
出 ＥＦ⊥ＡＣ，则 ＥＦ⊥平面 ＰＡＣ，
又 ＰＢ⊥平面 ＰＡＣ，则∠ＡＰＢ ＝ ９０°，所以 ＰＡ ＝ ＰＢ ＝
ＰＣ ＝ ２ ，得到 ＰＢ⊥ＰＡ，ＰＢ⊥ＰＣ． 至此，我们可将三

棱锥补充成正方体，ＰＢ，ＰＡ，ＰＣ 是正方体一个顶点

处出发的三条棱，正方体的对角线即三棱锥外接球

的直径． 三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 为正方体一部分，２Ｒ ＝

２ ＋ ２ ＋ ２ ＝ ６ ，即 Ｒ ＝ ６
２ ，则体积为 ６π，故选 Ｄ．

评析：依据多面体的特征，判断这是哪一个形

体的一部分，进而将其补全，这是“补全形体，等距

定心”的关键．
３．找出投影，等距定心
根据球心到面上各个顶点的距离相等，可知球

心在面上的投影到各个顶点的距离也相等，球心在

过投影且垂直于平面的直线上，由此可过投影作对

应平面的垂线，垂线的交点即为球心．
例 ５　 三棱锥 Ｄ －ＡＢＣ 的四个顶点都在球 Ｏ 球面

上，△ＡＢＣ 与△ＢＣＤ 所在的平面互相垂直，ＡＢ ＝ ３，ＡＣ
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＝ ３，ＢＣ ＝ＣＤ ＝ＢＤ ＝２ ３，求四面体外接球的半径．
解析：我们先找出球心在△ＡＢＣ 和△ＢＣＤ 所在

平面上的投影，进而过这两个投影分别作这两个平

面的垂线，两垂线的交点即是球心． 由于球心到各

顶点的距离相等，所以球心在两平面上的投影均为

两三角形的外心． 由于△ＡＢＣ 为直角三角形，所以

外心为斜边 ＢＣ 的中点；由于△ＢＣＤ 为正三角形，所
以外心为三角形的中心． 因为△ＡＢＣ 与△ＢＣＤ 所在

的平面互相垂直，所以球心即为△ＢＣＤ 的中心，它
到 Ｂ，Ｃ，Ｄ 三个点的距离即是球的半径． 由此易知 Ｒ

＝ ＢＣ· ３
２ · ２

３ ＝ ２．

例 ６　 （福州市 ２０２１ 年高中毕业班第一次质量

检测第 １５ 题）在三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 中，侧面 ＰＡＣ 与底

面 ＡＢＣ 垂直，∠ＢＡＣ ＝ ９０°，∠ＰＣＡ ＝ ３０°， ＡＢ ＝ ３，
ＰＡ ＝ ２． 则三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 的外接球的表面积为

　 　 　 　 ．
解析：设 Ｏ１ 为△ＡＰＣ 外接圆的圆心，则△ＡＰＣ

外接圆的半径 Ｏ１Ａ ＝ １
２ · ＰＡ

ｓｉｎ３０° ＝ ２． 设三棱锥 Ｐ －

ＡＢＣ 外接球的球心为 Ｏ，则 ＯＯ１ 平面 ＡＰＣ，又易知

ＢＡ⊥平面 ＡＰＣ，所以 ＯＯ１∥ＢＡ 设 ＢＡ 的中点为 Ｈ，由
ＯＡ ＝ ＯＢ 知 ＯＨ⊥ＢＡ，所以四边形 ＯＨＡＯ１ 为矩形，且

ＯＯ１ ＝ ＨＡ ＝ １
２ ＢＡ ＝ ３

２ ． 至此，在 Ｒｔ△ＯＯ１Ａ 中，ＯＡ ＝

ＯＯ２
１ ＋ Ｏ１Ａ２ ＝ ５

２ ，即三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 外接球的半

径为 Ｒ ＝ ５
２ ，故其表面积 Ｓ ＝ ４πＲ２ ＝ ２５π．

评析：解决此类问题关键在于两“心” （外心和

球心）的确定，先确定面的外心，再确定球心，这是

问题得以解决的关键．
４．以算代证，等距定心

当寻找或判定球心位置有难度时，我们可以以

算代证，通过建立坐标系赋予顶点和球心坐标，进
而通过等距得到方程，确定出球心位置．

例 ７　 （２０２１ 届南京六校联合体高三上联考第

８ 题）在三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ 中，底面 ＡＢＣ 是以 ＡＣ 为斜

边的等腰直角三角形，且 ＡＢ ＝ ２，ＰＡ ＝ ＰＣ ＝ ５ ，ＰＢ

与底面 ＡＢＣ 所成的角的余弦值为
２ ２
３ ，则三棱锥

Ｐ － ＡＢＣ的外接球的体积为（ 　 　 ）．

　 　 Ａ． ９π２ 　 　 Ｂ． ８９ ８９π
６ 　 　 Ｃ． ９π　 　 Ｄ． ２７π２

图 ４

解析： 如 图 ４， 由 于

△ＡＢＣ 为等腰直角三角形，
其外心为斜边 ＡＣ 的中点

Ｄ，故球心 Ｏ 在过点 Ｄ 且垂

直于平面 ＡＢＣ 的直线 ｌ 上．
连接 ＰＤ，ＢＤ，由 ＡＣ⊥ＢＤ，
ＡＣ⊥ＰＤ 知 ＡＣ⊥平面 ＰＢＤ，又 ＡＣ⊂平面 ＡＢＣ，故平

面 ＰＢＤ⊥平面 ＡＢＣ． 在平面 ＰＢＤ 内作 ＰＥ⊥ＢＤ 于

Ｅ，则 ＰＥ⊥平面 ＡＢＣ，从而 ｃｏｓ ∠ＰＢＤ ＝ ２ ２
３ ． 在

△ＰＢＤ 中，由余弦定理得
ＰＢ２ ＋ ＢＤ２ － ＰＤ２

２ × ＰＢ × ＢＤ ＝ ２ ２
３ ，即

ＰＢ２ ＋ （ ２ ） ２ － （ ３ ） ２

２ ２ＰＢ
＝ ２ ２

３ ，解得 ＰＢ ＝ ３，从而 ＢＥ ＝

２ ２ （事实上点 Ｅ 在线段 ＢＤ 的延长线上，点 Ｄ 为线

段 ＢＥ 中点），ＰＥ ＝ １． 以 Ｂ 为原点，射线 ＢＣ，ＢＡ 分别

为 ｘ，ｙ 轴的正方向，建立空间直角坐标系，易得

Ｐ（２，２，１），Ｄ（１，１，０）． 设球心 Ｏ 坐标为（１，１，ｚ），由
ＯＢ ＝ ＯＰ 得 １２ ＋ １２ ＋ ｚ２ ＝ １２ ＋ １２ ＋ （ｚ － １） ２，解得 ｚ ＝
１
２ ，故 Ｒ ＝ １２ ＋ １２ ＋ （ １

２ ） ２ ＝ ３
２ ． 以三棱锥 Ｐ － ＡＢＣ

的外接球的体积 Ｖ ＝ ４
３ π × （ ３

２ ） ３ ＝ ９
２ π，故选 Ａ．

评析：由于建系，我们赋予了点以坐标，将几何

推证问题转化为代数运算问题，降低了空间想象的

难度，使得解题具体形象，易于操作．
数学高考命题的原则是：以数学内容为主线，

聚焦学生对重要概念，定理，方法，思想的理解和应

用；注重数学本质，通性通法，淡化解题技巧． 故我

们在解题过程中，要引领学生如何利用数学本质来

解题，而不是一味讲授解决此类问题应具备有什么

样的技巧． 只要基于问题本质，不管模型如何改变，
题目如何变化，都会使学生从“山重水复疑无路”的
窘迫中解脱，感受到“柳暗花明又一村”的惊喜．
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